ion exercice 1 nce 9
On considére le cube ABCDEFGH d’aréte 1 ci-contre.
Le point I est le milieu du segment [BF], ] est le milieu de [BC] et K est le milieu de [CD].

On se place dans le repére orthonormé (A ; AB;AD ;AE).
1) Déterminer les coordonnées de A, G, I, ] et K dans ce repére.
Dans ce repére, A(050;0) ; G(1:1;1).
B(1;0;0) et F(1;0; 1). Or, I est le milieu de [BF], donc I(.;0 ;)

B(1;0;0)etC(1;1;0).0r,] estle milieu de [BC],doncgj(i‘;‘: =

[
C(1;1;0)etD(0;1;0).0r,Kestle milieu de [CD], donc K

Démontrer que le vecteur AG est normal au plan (IJK).

2)
A est l'origine du repére, donc les coordonnées de AG correspondent aux coordonnées de G.
1

Donc AG{ 1/} IJ{¥1— ¥ },donc IJ]| 2 | Deméme,onobtient IK|{ 1 }.
1 Z— 74 2

—_— -

— =3 1 1
Or, AG-I]=1XO+1X-—2-+1X(-E)=O. Donc AG L IJ.

Et, AG-1K=1x(—§)+1x1+1x(-5)=0. Donc AG L IK.

Or, les coordonnées de Ij et IK ne sont pas proportionnelles. Donc Tj et TK ne sont pas colinéaires.
Ainsi, (ﬁ ; ﬁ'() est un couple de vecteurs non colinéaires qui dirige le plan (IJK).

DoncAG est normal au plan (K).

. 111
On considere le point N (-— i E)'

2
a. Montrer que les points N, ], ] et K sont coplanaires.
ANk b g0\ ot 1

e ok i G
s 1Y 2 et IK| 1
1 1

0 2 2
Montrer que les points N, 1, ] et K sont coplanaires revient 8 montrer que les vecteurs IN,

3)
N

1
2

coplanaires ce qui revient a déterminer les réels x et y tels que : IN = x1j + yIK (S).

1—Ox L 1 1
2_ % Zy —-é-z—-iy y=1
1 1 1 1 {x=—1
S) & - = 1 1 = (e =
) 7=z %Y S=sx-x 2= 2% y=1
0= 1 1 ng_y x=-1
=727

Finalement, IN = —l_f +IK
Les vecteurs IN, Ij et IK sont donc coplanaires ; il en est de méme pour les points N, I, J et K.

b. Montrer que les points A, G et N sont alignés.
1 :
AG| 1] et AN|=| donc AN= -Z-AG.
: 1
2

Les vecteurs AG et AN sont colinéaires. Par conséquent, les points A, G et N sont alignés.
c. Endéduire la distance du point G au plan (IJK).

Tout d’abord, d’aprés la question 2), la droite (AG) est orthogonale au plan (TJK).

En outre, d’aprés la question 3)b, le point N appartient 3 la drofte (AG).
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Ainsi, la droite (AN) est orthogonale au plan (IJK). (*)
Ensuite, d’aprés la question 3)a, le point N appartient au plan (IJK). (**)

Par conséquent, d’aprés (*) et (**), le point N est le projeté orthogonal du point G sur Ie plan (IJK). La
distance du point G au plan (IJK) est donc la distance GN et elle vaut :

GN = [[GN]| = V(xn — x6)% + (In — ¥6)? + (2w — 26)? =\/(%_1)2+(1_1) +('1"1)

2 2 2 \/"
o= [+ (Y - i -

4) On désigne par M un point du segment [AG]. j
a. Justifier l'existence d’'unréel t de [0 ; 1] tel que AM = tAG.

M € [AG], donc les vecteurs AM et AG sont colmealres
Donclluisheunréeltde[o 1] t:elqueAM tAG

5
b. Démontrer que MI? = 3t2 — 3t + e
D’aprés les questions 2) et 4)a, M(t; t; t) etd’aprés la question 1), I(l 705 %)
Or, MI = /(x; = xm)? + (1 — ym)? + (21 — 2m)? ; s0It MI? = (o — xy)? + (7 — ym)? + (21 — 21)2

2
Donc MI? =(1-—t)2+(—t)2+(§—t) , soit MI? = 1—2t+t2+t2+%—t+t2.

, . 5
D'od MI? =3¢% -3t + g

c. Déterminer les coordonnées du point M tel que la distance MI soit minimale.
MI est minimale <> MI? est minimale, car MI > 0.

5
Or, 3t2-3t+ 2 est un polyndme du second degré avec a =3 ;b =-3etc =

ot

-b 1
Comme a > 0, ce trindme est minimalen ¢ = — = 5 MI est minimale < t = —
Dans ce cas, les coordonnées de M sont (—z- iz -i) et M est confondu avec lé point N.
5) a. Montrer que le point R(l y=: ——) est le pied de la hauteur issue de K dans le triangle IJK.

Il suffit de montrer que (KR).L(I]) et que Re (I}).

: ¢
Oor,KR| —=| et Tj| z JEt KR-[=1x —1x1—lx(—l)=o. Donc KR L Tj et (KR).L(I)).
: 1 2 4 2 4 2
%
0 0
— 3 — 1 —-» —0 —_— _—
D’autre part, IR 23 et IJ| 2z |} Doncl -z- I]. Ainsi, les vecteurs IR et I] sont colinéaires et RE (I)).
1
4 2

On en déduit donc que R estle pied de la hauteur issue de K dans le triangle TJK.

b. Déterminer le volume du tétraédre GIJK.
Soit V le volume du tétraédre GIJK.

V== " o GN, d’aprés 5a) et 3c).

On détaille les calculs, et on obtient : 1] =
o
Finalement, V = 3 X 1-2—-‘-*— X

On détaille les calculs, et on obtient: V = 1—16- u.v.

“la

;KR=

> 1%

33
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